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Abstract 
 
Artikel ini membahas suatu metode analisis kapasitas maksimum lintasan dalam suatu 
jaringan dengan menggunakan pendekatan aljabar max-min. Pembahasan merupakan hasil 
kajian teoritis yang didasarkan literatur dan suatu perhitungan menggunakan program 
MATLAB. Hasil pembahasan menunjukkan bahwa jaringan yang memuat kapasitas, dapat 
dimodelkan sebagai graf berarah terbobot,  di mana bobotnya adalah kapasitas dalam 
jaringan. Graf berarah terbobot di atas dapat dinyatakan dalam matriks atas aljabar max-
min. Dengan menggunakan operasi perpangkatan max-min untuk matriks di atas, dapat 
ditentukan kapasitas maksimum lintasan antara dua buah titik dalam jaringan. Selanjutnya 
diberikan program MATLAB untuk menghitung perpangkatan matriks atas aljabar max-
min yang dapat digunakan untuk membantu menentukan kapasitas maksimum lintasan 
dalam jaringan tersebut..  
 
Keywords:aljabar max-min, matriks, lintasan, kapasitas maksimum.  
 
 
PENDAHULUAN 
Aljabar max-plus (himpunan R{}, dengan R adalah himpunan semua bilangan 
real, yang dilengkapi dengan operasi maximum dan penjumlahan) telah digunakan untuk 
memodelkan dan menganalisis sistem produksi sederhana, dengan fokus analisa pada masalah 
input-output sistem (Baccelli et.al, 2001 dan Rudhito, 2003). Pemodelan dan analisis sifat-sifat 
suatu jaringan antrian juga telah dilakukan dengan pendekatan aljabar max-plus, seperti dalam 
Krivulin (2000) dan Rudhito (2011). Penerapan aljabar max-plus pada masalah analisis lintasan 
kritis juga telah dibahas dalam Rudhito (2010). Pemodelan dan analisa suatu jaringan dengan 
pendekatan aljabar max-plus ini dapat memberikan hasil analitis dan lebih mudah pada 
komputasinya.  
Selain aljabar max-plus, dalam Baccelli et.al. (2001), Gondran and Minoux (2008) dan 
John and George (2010) telah disinggung beberapa varian aljabar yang serupa dengan aljabar 
max-plus, seperti aljabar min-plus (dengan operasi minimum dan penjumlahan) dan aljabar 
max-min (dengan operasi maximum dan minimum). Diberikan pula dalam referensi di atas, 
beberapa gambaran singkat mengenai ilustrasi penerapannya yang terkait dengan masalah-
masalah dalam teori graf, seperti masalah lintasan terpendek dan masalah kapasitas maksimum 
suatu lintasan dalam jaringan. Seperti halnya dalam aljabar max-plus, dengan pendekatan 
aljabar yang serupa diharapkan masalah-masalah yang terkait dapat dimodelkan dan 
perhitungan-perhitungan masalah-masalah yang terkait dapat dilakukan secara lebih analitis.  
Makalah ini akan membahas analisis penentuan kapasitas maksimum suatu lintasan 
dalam jaringan dengan menggunakan pendekatan aljabar max-min. Untuk memudahkan dalam 
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perhitungan numeriknya, akan disusun pula suatu program komputer dengan menggunakan 
MATLAB. Dari hasil pembahasan makalah ini diharapkan sebagai langkah awal untuk ke 
masalah berikutnya yang lebih kompleks, seperti menentukan aliran (flow) maksimum dalam 
suatu jaringan. 
 
ALJABAR MAX-MIN DAN MATRIKS 
Dalam bagian ini dibahas konsep-konsep dasar aljabar max-min dan matriks atas aljabar 
max-min. Pembahasan lebih lengkap dapat dilihat pada Rudhito (20011), Rudhito (2013
a
) dan 
Rudhito (2013
b
). 
Diberikan 
R := 

R {} dengan 

R adalah himpunan semua bilangan real 
nonnegatip dan  : = +. Pada 
R didefinisikan operasi berikut:  
a,b  
R , ab := max(a, b)  danab : = min(a, b)  . 
Dapat ditunjukkan bahwa ( 
R , , ) merupakan semiring idempoten komutatif dengan elemen 
netral 0 = 0 dan elemen satuan = +. Kemudian ( 
R , , ) disebut dengan aljabar max-min, 
yang selanjutnya cukup dituliskan dengan 
R . Dalam hal urutan pengoperasian (jika tanda 
kurang tidak dituliskan), operasimempunyai prioritas yang lebih tinggi dari pada operasi. 
Karena ( 
R , ) merupakan semigrup komutatif idempoten, maka relasi“ ” yang 
didefinisikan pada 
R denganx yxy = y merupakan urutan parsial pada

R .Lebih lanjut 
relasi ini merupakan urutan total pada 
R . Karena 

R  merupakan semiring idempoten, maka 
operasi  dan konsisten terhadap urutan , yaitu a, b, c  
R , jika a b , maka ac 
bc, dan ac b c. Aljabar max-min 
R tidak memuat pembagi nol yaitu  x,  y 

R  
berlaku: jika x y = min(x, y) = 0,maka x =0atau y = 0. 
Operasi  dan  pada 
R dapat diperluas untuk operasi-operasi  matriks dalam 
nm
R
: = {A = (Aij)Aij

R , untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n}. Untuk 

R , dan A, B
nm
R didefinisikan A, dengan (A)ij = Aij  dan AB, dengan   (AB)ij = AijBij untuk i 
= 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n. Untuk   A pm
R , B
np
R didefinisikan AB, dengan 
(AB)ij = kjik
p
k
BA 
1
. Matriks A, B nm
R dikatakan samajikaAij = Bijuntuk setiapidanj. 
Didefinisikan matriks matriks O nm
R , di mana (O)ij := 0,  untuk setiap i dan j,  dan matriks 
E  nn
R , di mana  (E )ij := 





ji
ji
 jika,0
 jika,
. Dapat ditunjukkan bahwa ( nn
R , , ) 
merupakan semiring idempoten dengan elemen netral matriks O dan elemen satuan matriks E. 
m
m
m m
m m
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Sedangkan nm
R merupakan semimodul atas 

R . Pangkat k darimatriks A
nn
R dalam 
aljabar max-plus didefinisikan dengan: 
0A  = En  dan  
k
A = A
1kA  untuk k = 1, 2, ... . 
Contoh 1. 
i)  





3
21

 





71
50
= 







731
5201

= 
   
   




7 3,max1 ,max
5 2,max0 1,max

= 





7
51

. 
ii) 





23
801












42
06
1
 = 







420312263
48001128601


 
       = 
   
   




2 0, ,1max2 3, ,max
4 0, 1,max2 0, ,1max

= 





23
42
. 
 
ANALISIS KAPASITAS MAKSIMUM LINTASAN 
Konsep-konsep dalam aljabar max-plus sangat terkait dengan konsep-konsep dalam 
teori graf. Untuk itu dalam bagian ini akan diawali dengan meninjau kembali beberapa konsep 
dalam teori graf. 
Suatu graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan G = (V, A) dengan V adalah 
suatu himpunan berhingga tak kosong yang anggotanya disebut titik dan A adalah suatu 
himpunan pasangan terurut titik-titik. Anggota A disebut busur. Suatu lintasan  dalam graf 
berarah G adalah suatu barisan berhingga busur (i1, i2), (i2, i3), ... , (il1, il) dengan (ik, ik+1)  A 
untuk suatu l N(= himpunan semua bilangan asli) dank = 1, 2, ..., l  1. Suatu lintasan disebut 
sirkuit jika titik awal dan titik akhirnya sama. Diberikan graf berarah G = (V, A)  dengan V = 
{1, 2,  ... ,p}. Graf berarah G dikatakan berbobot  jika setiap busur (j, i)  A dikawankan 
dengan suatu bilangan real Aij. Bilangan real  Aij disebut bobot busur (j, i), dilambangkan dengan 
w(j, i). Graf preseden dari matriks          A  nn
R adalahgraf berarah berbobot G(A) = (V, A) 
denganV = {1, 2, ... ,n} dan          A  = {(j, i) | w(i, j) = Aij 0}. Sebaliknya untuk setiap graf 
berarah berbobot G = (V, A) selalu dapat didefinisikan suatu matriks A  nn
maxR  dengan Aij = 





. )( jika
 )( jika )(
A,,
A,,,
ij
ijijw

, yang disebut matriks bobot graf G. 
 Dalam masalah lintasan kapasitas maksimum, untuk suatu  graf berarah berbobot 
dengan matriks bobotnya A nn
R , Aijadalah bilangan real nonnegatif dan merupakan 
kapasitasbusur (j, i), yaitu aliran maksimum yang dapat melalui busur  (j, i). Diberikan  A
nn
R . Jika k = 0, 1, 2, 3, ..., maka unsur ke-st dari matriks 
k
A adalah   
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st
k
A )(    = 
niii k  121 ,,1
max

(min(
1kis
A , , ... , 12 iiA , , tiA ,1 )) 
  = 
niii k  121 ,,1
max

(min( 
tiA ,1
,
12 ii
A , , ... , 1kis
A , )) , untuk setiap s, t. 
Karena min( 
tiA ,1
,
12 ii
A , , ... , 1kis
A , ) adalah kapasitas lintasan dengan panjang k dengan t 
sebagai titik awal dan s sebagai titik akhirnya dalam G(A), maka 
st
k
A )(  adalah kapasitas 
maksimumsemua lintasan dalam G(A) dengan panjang k, dengan t sebagai titik awal dan s 
sebagai titik akhirnya. Jika tidak ada lintasan dengan panjang k dari t ke s, maka kapasitas bobot 
maksimum  didefinisikan sama dengan 0.  
Teorema 1. DiberikanA nn
R .  pn ,   
p
A m EA ... 
1nA  . 
Bukti: Karena banyak titik dalam G(A) adalah n maka semua lintasan dengan panjang       pn 
tersusun setidaknya oleh sebuah sirkuit, sehingga kapasitas maksimum sirkuit tersebut lebih 
kecil atau sama dengan kapasitas maksimum lintasan yang panjangnya kurang dari n. Akibatnya 
p
A m A ... 
1nA , p n. Karena untuk setiap A nnR berlaku A m EA, maka  
p
A m E A ... 
1nA ,   pn.        ∎ 
  Berdasarkan Teorema 1 di atas didefinisikan operasi bintang (*) berikut. 
Definisi 1. DiberikanA nn
R . DidefinisikanA
*
 : =  E A ... 
n
A 
1nA ...  .
 
Mengingat Teorema 1 diperoleh bahwa A
*
 : =  E A ... 
1nA . Berdasarkan 
penjelasan tentang kapasitas dan pangkat matriks di atas dapat disimpukan bahwa unsur (A
*
)ij  
merupakan kapasitas maksimum lintasan dengan ujung titik j dan pangkal titik i . Dari uraian di 
atas diperoleh Teorema 2 berikut, dengan bukti seperti pada uraian di atas. 
Teorema 2. Jika A nn
R merupakan matriks bobot suatu graf berarah berbobot, makaunsur 
(A
*
)ij  merupakan kapasitas maksimum lintasan dengan ujung titikj dan pangkal titik i . 
Contoh 2. Diberikan suatu jaringan berkapasitas seperti pada Gambar 1 di bawah ini. 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 
5 
3 
6 
7 
1 
7 
2 
2 
5 
6 
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2 
4 
3 
Gambar 1. Suatu Jaringan Berkapasitas 
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Matriks bobot graf berarah berbobot pada jaringan berkapasitas di atas adalah matriks A di 
bawah ini. Dengan menggunakan program yang disusun dengan menggunakan MATLAB seperti 
pada list program terlampir, dengan input matriks A tersebut, diperoleh output program matriks 
A
* 
sebagai berikut.  
A = 






















0652000
0073000
0005200
0000540
0000006
0000007
0000000
 ,  A
*
= 





























665545
075545
005545
000545
000006
000007
000000
. 
Dari matriks A
*
 nampak bahwa kapasitas maksimum lintasan dengan titik awal titik ke-j 
nampak dalam unsur-unsur kolom ke-j matriks A
*
. Tabel berikut memberikan daftar lintasan 
dan kapasitas maksimumnya dengan titik awal titik 1. Untuk titik awal yang lain dapat 
dilakukan dengan cara yang sama. 
Tabel 1. Kapasitas Maksimum Lintasan dari Titik 1 
Titik Akhir Lintasan Kapasitas Maksimum 
2 1  2 7 
3 1  3 6 
4 1  3  4 5 
5 1  3  4  5 5 
6 1  3  4  5  6 5 
7 1  3  4  5  6  7 5 
 
PENUTUP 
Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwajaringan yang memuat kapasitas, dapat 
dimodelkan sebagai graf berarah terbobot, di mana bobotnya adalah kapasitas dalam jaringan. 
Graf berarah terbobot di atas dapat dinyatakan dalam matriks atas aljabar max-min. Dengan 
menggunakan operasi perpangkatan max-min untuk matriks di atas, dapat ditentukan kapasitas 
maksimum lintasan antara dua buah titik dalam jaringan. Dapat pula disusun suatu program 
MATLAB untuk menghitung perpangkatan matriks atas aljabar max-min yang dapat digunakan 
untuk membantu menentukan kapasitas maksimum lintasan dalam jaringan tersebut.  
Hasil pembahasan makalah ini diharapkan dapat dikembangkan untuk masalah yang 
lebih kompleks, seperti menentukan aliran (flow) maksimum dalam suatu jaringan, dengan 
terlebih dahulu menentukan lintasan dengan kapasitas maksimal secara otomatis. 
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LAMPIRAN: List Program MATLAB untuk Menghitung A
*
 
 
  
% Program Matlab untuk menghitung A* max-min   
% input: A = matriks persegi atas max-min 
% output: Matriks A* 
A1 = input('    Masukkan matriks  Anxn =  '); 
[m, n]= size(A1); 
 
% Menghitung A pangkat dan A+  
 G1=A1; 
 A1_plus = A1; 
    for s=1:n-1 
s+1; 
 for i = 1: n 
  for j = 1: n 
   F1(i, j) = -Inf; 
  for p = 1: n 
    F1(i, j) = max( F1(i, j) , min(A1(i, p), G1(p, j))); 
end; 
 end; 
end; 
 G1 = F1; 
A1_plus = max(A1_plus, F1); 
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end; 
    disp('    Matriks A_plus '), disp(A1_plus);  
 
% Menghitung matriks E dan A* 
 for i = 1 : n 
 for j = 1 : n 
 if i == j 
E(i,j) = Inf; 
 end;    
 end; 
 end; 
   A1_star= max(E, A1_plus) 
 
% Menampilkan hasil A* 
  disp('    Matriks A_star '), disp(A1_star); 
 
 
  
